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1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

ÄéáéóèçôéêÜ, ãñÜöçìá åßíáé ïôéäÞðïôå ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß (``æùãñáöéóôåß'') ìå óçìåßá

(êïñõöÝò) êáé ãñáììÝò (áêìÝò - êáôåõèõíüìåíåò Þ ìç) ìåôáîý ôùí óçìåßùí.

ÔõðéêÜ, Ýíá ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá (Þ ãñÜöïò, undirected graph) G åßíáé Ýíá

äéáôåôáãìÝíï æåýãïò G ≡ (V,E), üðïõ V = {v1, . . . vn} åßíáé ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí ôïõ êáé

E = {e1, . . . , em} åßíáé ôï óýíïëï ôùí áêìþí ôïõ. ÊÜèå áêìÞ åßíáé Ýíá äéìåëÝò óýíïëï êïñõöþí,

e = {v1, v2}, ü÷é áðáñáßôçôá äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò. Óôá êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá (di-

rected graphs), êÜèå áêìÞ åßíáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò êïñõöþí, e = (v1, v2). Ôá ìåãÝèç ðïõ

÷áñáêôçñßæïõí Ýíá ãñÜöçìá G(V,E) åßíáé ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôïõ, óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé

ìå n Þ |V |, êáé ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ, óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé ìå m Þ |E|.
Ç (ìç-êáôåõèõíüìåíç) áêìÞ e = {v1, v2} ëÝìå üôé óõíäÝåé ôéò êïñõöÝò v1 êáé v2, ïé ïðïßåò

ïíïìÜæïíôáé êáé Üêñá ôçò. Ç êáôåõèõíüìåíç áêìÞ e = (v1, v2) ëÝìå üôé óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ v1

ìå ôçí v2. Ç v1 ïíïìÜæåôáé ïõñÜ (Þ áñ÷Þ) ôçò áêìÞò e êáé ç v2 ïíïìÜæåôáé êåöáëÞ (Þ ôÝëïò) ôçò

e. Äýï êïñõöÝò ðïõ óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ ïíïìÜæïíôáé ãåéôïíéêÝò. Ìßá áêìÞ ðïõ ôá äýï Üêñá ôçò

ôáõôßæïíôáé (Þ ç áñ÷Þ ôçò ôáõôßæåôáé ìå ôï ôÝëïò ôçò áí åßíáé êáôåõèõíüìåíç) ïíïìÜæåôáé âñüã÷ïò

(loop). Äýï áêìÝò ìå êïéíÜ Üêñá (Þ êïéíÞ áñ÷Þ êáé ôÝëïò áí åßíáé êáôåõèõíüìåíåò) ïíïìÜæïíôáé

ðáñÜëëçëåò.

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé áðëü üôáí äåí Ý÷åé ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé âñüã÷ïõò. Óôï åîÞò, èá

èåùñïýìå ðÜíôá áðëÜ ãñáöÞìáôá (åêôüò áí óáöþò äçëþíåôáé êÜôé äéáöïñåôéêü). Åéäéêüôåñá,

ìå ôïí üñï ãñÜöçìá èá áíáöåñüìáóôå óå Ýíá áðëü, ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Åðßóçò, èá

áíáöåñèïýìå ìüíï óå ðåðåñáóìÝíá ãñáöÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá êïñõöþí.

Ôï óõìðëçñùìáôéêü åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E), óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé ìå G, åßíáé Ýíá

ãñÜöçìá óôï ßäéï óýíïëï êïñõöþí V ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ìéá áêìÞ áí êáé ìüíï áí áõôÞ äåí

áíÞêåé óôïE. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé êëßêá (Þ ðëÞñåò ãñÜöçìá) áí êÜèå æåýãáñé êïñõöþí ôïõ

óõíäÝåôáé ìå áêìÞ. Ç êëßêá n êïñõöþí óõìâïëéæåôáé ìå Kn êáé Ý÷åé áêñéâþò n(n−1)
2 áêìÝò. ¸íá

óýíïëï êïñõöþí ÷ùñßò êáìßá áêìÞ ìåôáîý ôïõò ïíïìÜæåôáé óýíïëï áíåîáñôçóßáò. Óõíåðþò, ôï

óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá ìéáò êëßêáò åßíáé Ýíá óýíïëï áíåîáñôçóßáò (óôï ßäéï óýíïëï êïñõöþí).

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äéìåñÝò (Þ äé÷ïôïìßóéìï, bipartite) áí ïé êïñõöÝò ôïõ ìðïñïýí íá

÷ùñéóôïýí óå äýï óýíïëá áíåîáñôçóßáò. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé Ýíá ãñÜöçìá åßíáé äéìåñÝò áíí

äåí Ý÷åé êýêëïõò ðåñéôôïý ìÞêïõò. ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé ðëÞñåò áí êÜèå êïñõöÞ óôï

Ýíá ìÝñïò (óýíïëï áíåîáñôçóßáò) óõíäÝåôáé ìå êÜèå êïñõöÞ óôï Üëëï ìÝñïò. Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò óôï Ýíá ìÝñïò êáé m êïñõöÝò óôï Üëëï ìÝñïò óõìâïëßæåôáé ìå Kn,m êáé

Ý÷åé n ·m áêìÝò.



¢óêçóç. Ðïéïò åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü äéìåñÝò

ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò; Éóïäýíáìá, íá äåßîåôå üôé êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé

ðåñéóóüôåñåò áðü n2/4 áêìÝò äåí åßíáé äéìåñÝò.

Ëýóç. Ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí óõìâáßíåé üôáí Ý÷ïõìå ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá. Áöïý üëåò

ïé êïñõöÝò åßíáé n, áí ôï Ýíá óýíïëï êïñõöþí ðåñéÝ÷åé k êïñõöÝò, ôï äåýôåñï èá ðåñéÝ÷åé

(n−k). Ï óõíïëéêüò áñéèìüò áêìþí ôïõ Kk,n−k åßíáé k(n−k). Ôï ãéíüìåíï ìåãéóôïðïéåßôáé ãéá
k = n/2 áí ôï n åßíáé Üñôéïò êáé ãéá k = (n−1)/2 áí ôï n åßíáé ðåñéôôüò. Óõíåðþò, áí ôï n åßíáé

Üñôéïò, ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n2/4, åíþ áí ôï n åßíáé ðåñéôôüò, ï ìÝãéóôïò áñéèìüò

áêìþí åßíáé (n2 − 1)/4. Ðáñáôçñåßóôå üôé ïé áíôßóôïé÷ïé áñéèìïß åßíáé ðÜíôá áêÝñáéïé. ut

Ìéá áêïëïõèßá ``óõíå÷üìåíùí'' áêìþí ïíïìÜæåôáé äéáäñïìÞ (walk). ÄçëáäÞ, äéáäñïìÞ åßíáé

ìéá áêïëïõèßá áêìþí (e1, . . . , ek) üðïõ ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ k − 1, ôï Ýíá Üêñï (ôï ôÝëïò

ãéá êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá) ôçò áêìÞò ei óõìðßðôåé ìå ôï Üëëï Üêñï (ôçí áñ÷Þ) ôçò áêìÞò

ei+1. Ï áñéèìüò ôùí áêìþí óôç äéáäñïìÞ ïíïìÜæåôáé ìÞêïò ôçò äéáäñïìÞò. Ìßá äéáäñïìÞ

ïíïìÜæåôáé ìïíïêïíäõëéÜ (trail) üôáí üëåò ïé áêìÝò ôçò åßíáé äéáöïñåôéêÝò êáé ïíïìÜæåôáé

ìïíïðÜôé (path) üôáí üëåò ïé êïñõöÝò áðü ôéò ïðïßåò äéÝñ÷åôáé åßíáé äéáöïñåôéêÝò. ÌåñéêÝò

öïñÝò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï üñïò ìïíïðÜôé ãéá ôç ìïíïêïíäõëéÜ (äéáäñïìÞ äéáöïñåôéêþí áêìþí)

êáé áðëü ìïíïðÜôé (simple path) ãéá ôç äéáäñïìÞ ìå äéáöïñåôéêÝò êïñõöÝò (êáé Üñá áêìÝò).

Ìßá äéáäñïìÞ ÷áñáêôçñßæåôáé óáí êëåéóôÞ üôáí ç áñ÷éêÞ êáé ç ôåëéêÞ ôçò êïñõöÞ óõìðßðôïõí.

Ìéá êëåéóôÞ äéáäñïìÞ ïíïìÜæåôáé êýêëïò (cycle Þ êýêëùìá, circuit) üôáí üëåò ïé áêìÝò ôçò

åßíáé äéáöïñåôéêÝò, êáé ïíïìÜæåôáé áðëüò êýêëïò (simple cycle) üôáí üëåò ïé êïñõöÝò ôçò åßíáé

äéáöïñåôéêÝò. Ìå Üëëá ëüãéá, ï êýêëïò (Þ êýêëùìá) åßíáé ìßá êëåéóôÞ ìïíïêïíäõëéÜ êáé ï áðëüò

êýêëïò åßíáé Ýíá êëåéóôü ìïíïðÜôé.

Ç áðüóôáóç D(u, v) ìåôáîý äýï êïñõöþí u, v åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ óõíôïìþôåñïõ ìïíïðáôéïý

ìåôáîý ôïõò. Ç äéÜìåôñïò D(G) åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E) åßíáé ç ìÝãéóôç áðüóôáóç ìåôáîý äýï
êïñõöþí óôï G, D(G) ≡ maxu,v∈V {D(u, v)}.

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìßá äéáäñïìÞ áðü ìéá êïñõöÞ u óå ìéá

êïñõöÞ w áí êáé ìüíï áí ðåñéÝ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôç u óôç w.

Ëýóç. Ç ìßá êáôåýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò, ãéáôß êÜèå ìïíïðÜôé åßíáé åî' ïñéóìïý äéáäñïìÞ. Ãéá

ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç, ðáñáôçñþ üôé áí ç äéáäñïìÞ ìåôáîý u êáé w äåí áíôéóôïé÷åß óå

ìïíïðÜôé, ôüôå áõôÞ ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé êïñõöÝò ðïõ åðáíáëáìâÜíïíôáé. ¼ìùò, ôï ôìÞìá ôçò

äéáäñïìÞò áíÜìåóá óå äýï äéáöïñåôéêÝò åìöáíßóåéò ôçò ßäéáò êïñõöÞò åßíáé Ýíáò êýêëïò (ü÷é

êáô' áíÜãêç áðëüò). Áöáéñþíôáò üëïõò áõôïýò ôïõò êýêëïõò, êáôáëÞãù óå Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôç

u óôç w. Ìå áðïëýôùò ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñåßôå íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìßá

êëåéóôÞ äéáäñïìÞ (Þ Ýíáí êýêëï) áí êáé ìüíï áí ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï. ut

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå êýêëïò ðåñéÝ÷åé Ýíáí áðëü êýêëï êáé üôé êÜèå ìïíïêïíäõëéÜ

ðåñéÝ÷åé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé. ut
¸íá (ìç-êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü (Þ óõíäåüìåíï, Þ óõíäåäåìÝíï, connected)

üôáí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. ÄçëáäÞ, óå Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá

ìðïñïýìå íá ìåôáâïýìå áðü ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç áêïëïõèþíôáò ôéò áêìÝò

ôïõ ãñáöÞìáôïò.
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ÓõíåêôéêÝò Óõíéóôþóåò. Äßíåôáé Ýíá (ìç-êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá G(V,E). Èåùñþ ôç äéìåëÞ

ó÷Ýóç ΣG ⊆ V × V ôÝôïéá þóôå (u, v) ∈ ΣG áíí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé áðü ôç u óôç v.

Ç ó÷Ýóç ΣG åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ãéáôß åßíáé áíáêëáóôéêÞ (∀u ∈ V, (u, u) ∈ ΣG - ãéá

êÜèå êïñõöÞ õðÜñ÷åé Ýíá ôåôñéììÝíï ìïíïðÜôé ðñïò ôïí åáõôü ôçò ìå ìçäåíéêü ìÞêïò), óõììåôñéêÞ

(∀u, v ∈ V, (u, v) ∈ ΣG ⇒ (v, u) ∈ ΣG - ôï ãñÜöçìá åßíáé ìç êáôåõèõíüìåíï êáé óõíåðþò áí

õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé áðü ôç u óôç v, èá õðÜñ÷åé êáé ìïíïðÜôé áðü ôç v óôç u), êáé ìåôáâáôéêÞ

(∀u, v, w ∈ V, (u, w) ∈ ΣG êáé (w, v) ∈ ΣG ⇒ (u, v) ∈ ΣG - ìåôáâáßíù áðü ôç u óôç w êáé áðü

åêåß óôç v áêïëïõèþíôáò ôá áíôßóôïé÷á ìïíïðÜôéá).

Ç ó÷Ýóç ΣG ÷ùñßæåé ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò óå êëÜóåéò éóïäõíáìßåò (ðïõ áíôéóôïé÷ïýí

óôá ìåãéóôïôéêÜ (maximal) óõíåêôéêÜ õðïãñáöÞìáôá ôïõ G) ðïõ ïíïìÜæïíôáé óõíåêôéêÝò

óõíéóôþóåò (connected components). ÊÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá åßíáé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá,

åíþ äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý êïñõöþí ðïõ áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÝò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò.

Óå ðïëëÝò êáôçãïñßåò áóêÞóåùí, êÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ìðïñåß íá áíôéìåôùðéóôåß óáí

áíåîÜñôçôï ãñÜöçìá. ut

¸íá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü üôáí ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ôïõ u, v ∈ V ,

õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé (ðïõ óÝâåôáé ôéò êáôåõèýíóåéò ôùí áêìþí) åßôå áðü ôç u óôç v åßôå áðü ôç v

óôç u. ¸íá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé éó÷õñÜ óõíåêôéêü (strongly connected) üôáí ãéá êÜèå

æåõãÜñé êïñõöþí ôïõ u, v ∈ V , õðÜñ÷ïõí ìïíïðÜôéá (ðïõ óÝâïíôáé ôéò êáôåõèýíóåéò ôùí áêìþí)

êáé áðü ôç u óôç v êáé áðü ôç v óôç u.

Ãéá íá åßíáé ç ΣG ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôá êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá, ðñÝðåé íá

åîáóöáëßæåôáé ç óõììåôñéêÞ éäéüôçôá (äåí éó÷ýåé ðëÝïí áõôïíüçôá ãéáôß ïé áêìÝò åßíáé

êáôåõèõíüìåíåò). Áõôü óõìâáßíåé áí ïñßóïõìå ôç ΣG óáí ΣG ⊆ V × V : (u, v) ∈ ΣG áíí

õðÜñ÷åé êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé êáé áðü ôç u óôç v êáé áðü ôç v óôç u. Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò

ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç ΣG óå êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá ïíïìÜæïíôáé éó÷õñÜ óõíåêôéêÝò

óõíéóôþóåò (strongly connected components) êáé áíôéóôïé÷ïýí óôá ìåãéóôïôéêÜ éó÷õñÜ óõíåêôéêÜ

õðïãñáöÞìáôá ôïõ G.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ï áñéèìüò ôùí (éó÷õñÜ) óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí äåí ìðïñåß íá

ìåãáëþóåé áí ðñïóèÝóïõìå íÝåò áêìÝò óôï ãñÜöçìá áöïý ç ðñïóèÞêç íÝùí áêìþí äåí ìðïñåß

íá áöáéñÝóåé áðü ôï ãñÜöçìá êÜðïéï ìïíïðÜôé ðïõ Þäç õðÞñ÷å.

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü áíí ãéá êÜèå äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí

ôïõ óå äýï õðïóýíïëá õðÜñ÷åé ðÜíôá áêìÞ ìåôáîý ôùí äýï õðïóõíüëùí.

Ëýóç. Áí ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü, èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé áêìÞ ðïõ èá åðéôñÝðåé ôç

``ìåôÜâáóç'' áðü ôï Ýíá óýíïëï óôï Üëëï. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, îåêéíÜìå áðü ìßá ïðïéáäÞðïôå

êïñõöÞ, åðåêôåéíüìáóôå ôïõò ãåéôüíïõò ôçò, óôïõò ãåéôüíïõò ôùí ãåéôüíùí ôçò, êïê. Ç éäéüôçôá

ðïõ õðïèÝóáìå åîáóöáëßæåé üôé áõôÞ ç äéáäéêáóßá äåí èá ôåëåéþóåé ðñéí åðéóêåöèïýìå üëåò

ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ç óõãêåêñéìÝíç äéáäéêáóßá åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ Øáîßìáôïò

Ðñþôá óå ÐëÜôïò (Breadth First Search). ut

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõìðëçñùìáôéêü êÜèå ìç óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò åßíáé óõíåêôéêü

(êáé ìÜëéóôá Ý÷åé äéÜìåôñï ôï ðïëý 2).

Ëýóç.¸óôù ìç óõíåêôéêü ãñÜöçìá G(V,E) êáé Ýóôù u, w äýï ïðïéåóäÞðïôå êïñõöÝò ôïõ G. Èá

äåßîù üôé óôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá ôïõ G, Ýóôù G, õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý ôùí u êáé w.
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Áöïý ôï G åßíáé ìç óõíåêôéêü, èá áðïôåëåßôáé áðü ðåñéóóüôåñåò ôçò ìßáò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò.

Äéáêñßíù ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò.

Ðåñßðôùóç 1. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÞ óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ G. Ôüôå ç

áêìÞ {u, w} äåí õðÜñ÷åé óôï ãñÜöçìá G (áëëéþò ïé äýï êïñõöÝò èá Þôáí óôçí ßäéá óõíåêôéêÞ

óõíéóôþóá). ÅðïìÝíùò, ç áêìÞ {u, w} õðÜñ÷åé óôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá G êáé ç áðüóôáóç

ôùí u, v åßíáé 1.

Ðåñßðôùóç 2. Ïé êïñõöÝò u êáé w áíÞêïõí óôçí ßäéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ G. ¸óôù êïñõöÞ

v ðïõ áíÞêåé óå äéáöïñåôéêÞ óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá áðü áõôÞ ðïõ áíÞêïõí ïé u êáé w (åäþ

÷ñçóéìïðïéþ ôçí õðüèåóç ãéá ôç ìç óõíåêôéêüôçôá ôïõ G). ¼ðùò êáé óôçí Ðåñßðôùóç 1, ïé áêìÝò

{u, v} êáé {v, w} äåí õðÜñ÷ïõí óôï G, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí óôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá G.

Óõíåðþò, óôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá G, ïé êïñõöÝò u êáé w óõíäÝïíôáé ìÝóù ôïõ ìïíïðáôéïý

u v w. H áðüóôáóç ôùí u, v åßíáé 2. ut

2 Âáèìüò ÊïñõöÞò

Óå Ýíá ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá, ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò v, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå d(v),
åßíáé ï áñéèìüò ôùí áêìþí ðïõ åöÜðôïíôáé óôç v. Óå Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá, äéáêñßíïõìå

ôï âáèìü åéóüäïõ (in-degree) ôçò v, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå din(v) êáé åßíáé ï áñéèìüò ôùí áêìþí

ðïõ êáôáëÞãïõí óôç v, êáé ôï âáèìü åîüäïõ (out-degree) ôçò v, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå dout(v) êáé
åßíáé ï áñéèìüò ôùí áêìþí ðïõ îåêéíïýí áðü ôç v.

Ï åëÜ÷éóôïò âáèìüò δ(G) åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E) åßíáé ï ìéêñüôåñïò âáèìüò êÜðïéáò

êïñõöÞò ôïõ, δ(G) ≡ minv∈V {d(v)}. Ï ìÝãéóôïò âáèìüò ∆(G) åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E) åßíáé
ï ìåãáëýôåñïò âáèìüò êÜðïéáò êïñõöÞò ôïõ, ∆(G) ≡ maxv∈V {d(v)}.

Óå êÜèå ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá, ôï Üèñïéóìá ôïõ âáèìïý üëùí ôùí êïñõöþí åßíáé

äéðëÜóéï ôïõ áñéèìïý ôùí áêìþí:
∑

v∈V d(v) = 2 |E|. Ï ëüãïò åßíáé üôé êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé

1 óôï âáèìü ôùí äýï Üêñùí ôçò. Áðü áõôÞ ôçí éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ìå

ðåñéôôü âáèìü óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé Üñôéïò.

Óå êÜèå êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá, ôï Üèñïéóìá ôïõ âáèìïý åéóüäïõ üëùí ôùí êïñõöþí åßíáé

ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôïõ âáèìïý åîüäïõ êáé ßóï ìå ôïí áñéèìü ôùí áêìþí:
∑

v∈V din(v) =∑
v∈V dout(v) = |E|. Ï ëüãïò åßíáé üôé êÜèå áêìÞ óõíåéóöÝñåé 1 óôï âáèìü åéóüäïõ ôïõ ôÝëïõò

ôçò êáé 1 óôï âáèìü åîüäïõ ôçò áñ÷Þò ôçò.

ÐáñÜäåéãìá: ÕðÜñ÷åé ãñÜöçìá ìå 9 êïñõöÝò ðïõ üëåò Ý÷ïõí âáèìü 31; Ç áðÜíôçóç åßíáé ü÷é

ãéáôß Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá èá Ýðñåðå íá Ý÷åé 3× 9 = 27/2 = 13.5 áêìÝò.

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé áðëü ãñÜöçìá ìå (á) 6 êïñõöÝò ìå âáèìü 2,

3, 3, 4, 4, êáé 5 áíôßóôïé÷á, (â) 5 êïñõöÝò ìå âáèìü 2, 3, 4, 4, êáé 5 áíôßóôïé÷á, (ã) 4 êïñõöÝò ìå

âáèìü 1, 3, 3, êáé 3 áíôßóôïé÷á, (ä) 7 êïñõöÝò ìå âáèìü 1, 3, 3, 4, 5, 6 êáé 6 áíôßóôïé÷á.

Ëýóç. (á) Ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí åßíáé ðåñéôôüò. (â) Ï ìÝãéóôïò âáèìüò åßíáé ßóïò ìå ôïí

áñéèìü ôùí êïñõöþí. (ã) Êáé ïé ôñåéò êïñõöÝò âáèìïý 3 ðñÝðåé íá óõíäÝïíôáé óôçí ôÝôáñôç ðïõ

1 ¸íá ãñÜöçìá ôïõ ïðïßïõ üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü ïíïìÜæåôáé êáíïíéêü (regular). ¼ôáí ï âáèìüò
üëùí ôùí êïñõöþí åßíáé k, ôï ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé k-êáíïíéêü. ¼ôáí ï âáèìüò üëùí ôùí êïñõöþí åßíáé 3, ôï
ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé êõâéêü (cubic). ¸íáò k-êáíïíéêüò ãñÜöïò ðåñéÝ÷åé kn/2 áêìÝò.
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Ý÷åé âáèìü 1. (ä) Ïé äýï êïñõöÝò âáèìïý 6 ðñÝðåé íá óõíäÝïíôáé óå üëåò ôéò êïñõöÝò, Üñá êáé

óå áõôÞ ìå âáèìü 1. ut

¢óêçóç. ¸óôù áðëü ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V,E) óôï ïðïßï ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí

êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åßíáé ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ n−1 (n ≡ |V |). Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ãñÜöçìá
G åßíáé óõíåêôéêü (êáé ìÜëéóôá Ý÷åé äéÜìåôñï ôï ðïëý 2). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé áí δ(G) ≥ n−1

2 .

Ëýóç.¸óôù u, v äýï áõèáßñåôá åðéëåãìÝíåò êïñõöÝò ðïõ äåí óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ (áí óõíäÝïíôáé

ìå áêìÞ, ðñïöáíþò õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý ôïõò êáé ç áðüóôáóÞ ôïõò åßíáé 1). Èá äåßîïõìå

üôé õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý ôùí u êáé v áðïäåéêíýïíôáò üôé ôï G åßíáé óõíåêôéêü.

¸óôù Γ (u) êáé Γ (v) ôá óýíïëá ôùí êïñõöþí ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôéò u êáé v áíôßóôïé÷á.

Áðü õðüèåóç v, u 6∈ Γ (u)∪Γ (v). Èá äåßîïõìå üôé Γ (u)∩Γ (v) 6= ∅, äçëáäÞ üôé ïé u êáé v Ý÷ïõí

Ýíá êïéíü ãåßôïíá. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò 2 ìåôáîý ôïõò.

ÐñÜãìáôé, áí Γ (u)∩Γ (v) = ∅, èá åß÷áìå |Γ (u)|+ |Γ (v)| = d(u) + d(v) ≥ n− 1. Áõôü åßíáé

Üôïðï åðåéäÞ v, u 6∈ Γ (u) ∪ Γ (v) êáé üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé n. ut

¢óêçóç. Íá äåßîåôå üôé êÜèå áðëü ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ðåñéóóüôåñåò

áðü 1
2(n− 1)(n− 2) áêìÝò åßíáé óõíåêôéêü.

Ëýóç. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé ôÝôïéï ãñÜöçìá ðïõ äåí åßíáé óõíåêôéêü. Èá áðïôåëåßôáé áðü

ôïõëÜ÷éóôïí äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò (÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõìå üôé ïé

óõíåêôéêÝò ôïõ óõíéóôþóåò åßíáé áêñéâþò äýï). ¸óôù k, 1 ≤ k ≤ n− 1, ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí

ôçò ìßáò êáé (n−k) ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôçò Üëëçò. Ç ðñþôç èá Ý÷åé ôï ðïëý k(k−1)
2 áêìÝò êáé ç

äåýôåñç ôï ðïëý (n−k)(n−k−1)
2 áêìÝò. Ï óíïëéêüò áñéèìüò áêìþí åßíáé n(n−1)−2k(n−k)

2 . Ôï êëÜóìá

áõôü ìåãéóôïðïåßôáé ãéá k = 1 êáé k = n − 1 (Ç ìéêñüôåñç êáé ç ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôïõ k ðïõ

áíôéóôïé÷åß óå ìç óõíåêôéêü ãñÜöçìá. Ôï áíôßóôïé÷ï ãñÜöçìá åßíáé ìßá êëßêá ìå n− 1 êïñõöÝò

êáé ìßá áðïìïíùìÝíç êïñõöÞ.) Ðñïêýðôåé ëïéðüí üôé ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ôï ðïëý (n−1)(n−2)
2 áêìÝò.

Áõôü Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü 1
2(n−1)(n−2)

áêìÝò. ut

¢óêçóç. ¸óôù ãñÜöçìá ìå áêñéâþò äýï êïñõöÝò ðåñéôôïý âáèìïý. Ôüôå áõôÝò áíÞêïõí óôçí

ßäéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá (Þ éóïäýíáìá, õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý ôïõò).

Ëýóç. Áí Üíçêáí óå äéáöïñåôéêÞ óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá, èá åß÷áìå ìßá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ìå

ìßá êïñõöÞ ðåñéôôïý âáèìïý, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. ut

¢óêçóç.¸óôù áðëü ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü

n1 êïñõöÝò ìå âáèìü k êáé n2 êïñõöÝò ìå âáèìü k + 1. Íá áðïäåßîåôå üôé n1 = n(k + 1)− 2m

êáé n2 = 2m− nk.

Áðü ôçí åêöþíçóç, n1 + n2 = n ⇒ n1 = n − n2. Åðßóçò, áöïý ôï Üèñïéóìá ôïõ âáèìïý ôùí

êïñõöþí éóïýôáé ìå ôï äéðëÜóéï ôùí áêìþí, Ý÷ïõìå n1k + n2(k + 1) = 2m. Áíôéêáèéóôþíôáò

n1k = nk − n2k, ðáßñíïõìå

nk − n2k + n2(k + 1) = 2m ⇒ n2 = 2m− nk

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé n1 = n − n2 êáé ôçí ðáñáðÜíù éóüôçôá, ðáßñíïõìå n1 =
n− n2 = n− (2m− nk) ⇒ n1 = n(k + 1)− 2m. ut
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3 Êýêëïò Euler

Êýêëïò Euler óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé êÜèå êýêëïò (ü÷é áðáñáßôçôá áðëüò) ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü êÜèå

áêìÞ áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ.

ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðïëý êïìøüò ÷áñáêôçñéóìüò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí êýêëï Euler: ¸íá

óõíåêôéêü (ìç-êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò

Ý÷ïõí Üñôéï âáèìü. ÅðéðëÝïí, Ýíá óõíåêôéêü (ìç-êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí

ïé áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò ìðïñïýí íá ÷ùñéóôïýí óå Ýíá óýíïëï îÝíùí ìåôáîý ôïõò áðëþí êýêëùí.

Ãéá íá áíôéëçöèïýìå äéáéóèçôéêÜ ôçí éóïäõíáìßá ìåôáîý ôçò ýðáñîçò êýêëïõ Euler êáé ôçò

áðáßôçóçò ãéá Üñôéï âáèìü ôùí êïñõöþí, áò åðéóôñÝøïõìå óôïí ïñéóìü. Ï êýêëïò Euler äéÝñ÷åôáé

áðü êÜèå áêìÞ áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ. ÅðïìÝíùò, êÜèå

öïñÜ ðïõ ï êýêëïò åðéóêÝðôåôáé ìßá êïñõöÞ (áðü ìßá áêìÞ) ôçí åãêáôáëåßðåé áðü ìßá Üëëç

áêìÞ êáé óôï ôÝëïò üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß áêñéâþò ìßá öïñÜ. Áõôü óçìáßíåé üôé

êÜèå êïñõöÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé Üñôéï âáèìü (áêñéâþò äéðëÜóéï áðü ôïí áñéèìü ôùí öïñþí ðïõ ôçí

åðéóêÝöèçêå ï êýêëïò Euler). Ôï áíôßóôñïöï, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ.

Ãéá íá öôéÜîåôå ëïéðüí Ýíá ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler, ðñÝðåé üëåò ïé áêìÝò ôïõ íá Ý÷ïõí Üñôéï

âáèìü. Ãéá íá öôéÜîåôå Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí Ý÷åé êýêëï Euler, áñêåß êÜðïéåò êïñõöÝò ôïõ íá

Ý÷ïõí ðåñéôôü âáèìü. Ïìïßùò, ãéá íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler, áñêåß íá

áðïäåßîåôå üôé üëåò ôïõ ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí Üñôéï âáèìü. Ãéá íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ãñÜöçìá äåí

Ý÷åé êýêëï Euler, áñêåß íá áðïäåßîåôå üôé êÜðïéåò êïñõöÝò ôïõ Ý÷ïõí ðåñéôôü âáèìü.

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé k êïñõöÝò ìå ðåñéôôü âáèìü, ôï óýíïëï ôùí

áêìþí ôïõ ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå k/2 (ôï k åßíáé Üñôéï) ìïíïðÜôéá.

Õðüäåéîç: ÕðÜñ÷åé ìßá ëýóç ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ. Ìéá äåýôåñç ëýóç åßíáé íá ``æåõãáñþóåôå''

ôéò êïñõöÝò ðåñéôôïý âáèìïý ÷ñçóéìïðïéþíôáò k/2 íÝåò áêìÝò. Ôþñá üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí

Üñôéï âáèìü êáé ôï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler. Áöáéñþíôáò ôéò áêìÝò ðïõ ðñïóèÝóáôå ``óðÜôå''

ôïí êýêëï óå k/2 ìïíïðÜôéá. ut

¢óêçóç. Ðïéüò åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí åíüò áðëïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò ìå

n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé êýêëï Euler.

Ëýóç. Áí ôï n åßíáé ðåñéôôüò, ôï n−1 åßíáé Üñôéï. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá Kn

Ý÷åé êýêëï Euler êáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n(n−1)
2 . Áí ôï n åßíáé Üñôéïò, ôï ãñÜöçìá

üðïõ üëåò ïé áêìÝò Ý÷ïõí âáèìü n−2 õðÜñ÷åé, åßíáé óõíåêôéêü, êáé óõíåðþò Ý÷åé êýêëï Euler (Ç
ýðáñîç ðñïêýðôåé ðáßñíïíôáò ôï Kn, ``æåõãáñþíïíôáò'' ôéò êïñõöÝò, êáé áöáéñþíôáò ôçí áêìÞ

ðïõ óõíäÝåé êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí. Ç óõíåêôéêüôçôá áðü ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.) Ôï ãñÜöçìá

áõôü Ý÷åé n(n−2)
2 áêìÝò. ÊÜèå ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ðåñéóóüôåñåò áêìÝò, èá ðñÝðåé íá Ý÷åé

ìßá ôïõëÜ÷éóôïí êïñõöÞ ìå âáèìü n − 1 (ðåñéôôüò) êáé óõíåðþò äåí èá Ý÷åé êýêëï Euler. Áí

ëïéðüí ôï n åßíáé Üñôéïò, ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áêìþí åßíáé n(n−2)
2 . ut

¸íá óõíåêôéêü êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler áíí óå êÜèå êïñõöÞ, ï âáèìüò

åéóüäïõ åßíáé ßóïò ìå ôï âáèìü åîüäïõ. Áí ëïéðüí ðÜñïõìå Ýíá óõíåêôéêü ìç-êáôåõèõíüìåíï

ãñÜöçìá êáé áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå áêìÞ ôïõ ìå äýï êáôåõèõíüìåíåò áêìÝò, ìßá óå êÜèå

êáôåýèõíóç, ôï áðïôÝëåóìá èá åßíáé Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler (Ç

óõíåêôéêüôçôá åßíáé äåäïìÝíç. Ï âáèìüò åéóüäïõ êáé ï âáèìüò åîüäïõ êÜèå êïñõöÞò óôï
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êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé ßóïé ìå ôï âáèìü ôçò êïñõöÞò óôï áñ÷éêü (ìç-êáôåõèõíüìåíï)

ãñÜöçìá).

4 Êýêëïò Hamilton

Êýêëïò Hamilton óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé êÜèå áðëüò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü üëåò ôéò êïñõöÝò

ôïõ ãñáöÞìáôïò (éóïäýíáìá, êýêëïò Hamilton åßíáé êÜèå áðëüò êýêëïò ìÞêïõò n Þ êÜèå êýêëïò

ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò áêñéâþò ìßá öïñÜ). ¸íá ãñÜöçìá ìå êýêëï

Hamilton ïíïìÜæåôáé êáé Hamiltonian ãñÜöçìá.

Äåí åßíáé ãíùóôü êáíÝíá óýíïëï éêáíþí êáé áíáãêáéþí óõíèçêþí ðïõ íá ÷áñáêôçñßæåé ôá

ãñáöÞìáôá ìå êýêëï Hamilton. ÁñêåôÝò áíáãêáßåò óõíèÞêåò åßíáé ãíùóôÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

êÜèå Hamiltonian ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü êáé äåí Ý÷åé ãÝöõñåò2 ïýôå óçìåßá êïðÞò3. ÊÜèå

äéìåñÝò Hamiltonian ãñÜöçìá Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü êïñõöþí êáé óôá äýï ìÝñç. Áí Ýíá ãñÜöçìá

äåí éêáíïðïéåß êÜðïéá áíáãêáßá óõíèÞêç, äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÕðÜñ÷ïõí üìùò

ãñáöÞìáôá ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò áíáãêáßåò óõíèÞêåò êáé äåí Ý÷ïõí êýêëï Hamilton.

Ïé ðéï ãíùóôÝò éêáíÝò óõíèÞêåò åßíáé ôá èåùñÞìáôá ôïõ Dirac êáé ôïõ Ore. Ôï èåþñçìá ôïõ

Dirac åßíáé: ÊÜèå (áðëü ìç-êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá ìå åëÜ÷éóôï âáèìü êïñõöÞò ìåãáëýôåñï

Þ ßóï ôïõ n/2 åßíáé Hamiltonian. Ôï Èåþñçìá ôïõ Ore áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò

ôïõ Dirac: Áí ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åíüò (áðëïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ)

ãñáöÞìáôïò åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí n, ôï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÊÜèå ãñÜöçìá ðïõ éêáíïðïéåß

êÜðïéá áðü ôéò éêáíÝò óõíèÞêåò Ý÷åé êýêëï Hamilton. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ãñáöÞìáôá ðïõ äåí

éêáíïðïéïýí ôéò éêáíÝò óõíèÞêåò êáé Ý÷ïõí êýêëï Hamilton.

ÅðïìÝíùò, áí ðñÝðåé íá áðïäåßîåôå üôé êÜðïéï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, ç ðñþôç óêÝøç

åßíáé íá âñåßôå Ýíáí êýêëï Hamilton óôï ãñÜöçìá. Áí áõôü äåí åßíáé äõíáôüí (ð.÷. ôï ãñÜöçìá

åßíáé ðïëý ìåãÜëï), ðñÝðåé íá äåßîåôå üôé éêáíïðïéåß êÜðïéá áðü ôéò éêáíÝò óõíèÞêåò (ð.÷.

èåþñçìá ôïõ Dirac). Áí ðñÝðåé íá äåßîåôå üôé Ýíá ãñÜöçìá äåí Ý÷åé êýêëï Hamilton, ðñÝðåé

íá âñåßôå êÜðïéá áíáãêáßá óõíèÞêç ðïõ äåí éêáíïðïéåßôáé áðü ôï ãñÜöçìá (ð.÷. Ý÷åé óçìåßï

êïðÞò).

¢óêçóç. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå áðëü ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò

äåí Ý÷åé êýêëï Euler, áëëÜ Ý÷åé êýêëï Hamilton.

Ëýóç. Ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò Ý÷åé 55 áêìÝò. Óõíåðþò, êÜèå áðëü ãñÜöçìá ìå 11

êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò ðñïêýðôåé áðü ôï K11 ìå ôçí áöáßñåóç äýï áêìþí. Ãéá íá áðïêëåßóù ôçí

ýðáñîç êýêëïõ Euler, ÷ñåéÜæåôáé íá äéáêñßíù äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç 1. Ïé äýï áêìÝò ðïõ áöáéñÝèçêáí áðü ôï K11 ðñïóðßðôïõí óôçí ßäéá êïñõöÞ. Áöïý

ôï ãñÜöçìá åßíáé áðëü, ïé äýï áêìÝò ìðïñïýí íá Ý÷ïõí ìüíï ôï Ýíá Üêñï ôïõò êïéíü. Ôï ãñÜöçìá

Ý÷åé ìßá êïñõöÞ âáèìïý 8, äýï êïñõöÝò âáèìïý 9, êáé 8 êïñõöÝò ìå âáèìü 10. Óõíåðþò, äåí

ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï Euler, áöïý ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò êïñõöÝò ìå ðåñéôôü âáèìü.

Ðåñßðôùóç 2. Áí ïé äýï áêìÝò ðïõ áöáéñÝèçêáí áðü ôï K11 ðñïóðßðôïõí óå ôÝóóåñéò

äéáöïñåôéêÝò êïñõöÝò, ôï ãñÜöçìá ìå 11 êïñõöÝò êáé 53 áêìÝò ðñÝðåé íá Ý÷åé 4 êïñõöÝò âáèìïý

2 Ìéá áêìÞ åíüò óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé ãÝöõñá áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ íá ôçí ðåñéÝ÷åé. Ç áöáßñåóç
ôçò ãÝöõñáò áßñåé ôç óõíåêôéêüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò.

3 Ìßá êïñõöÞ åíüò óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé óçìåßï êïðÞò áí ç áöáßñåóç ôçò áßñåé ôç óõíåêôéêüôçôá ôïõ
ãñáöÞìáôïò.
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9 êáé 7 êïñõöÝò âáèìïý 10. Êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï ãñÜöçìá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé êýêëï

Euler.

Ç ýðáñîç êýêëïõ Hamilton ðñïêýðôåé áðü ôï èåþñçìá ôïõ Ore, áöïý óå êÜèå ðåñßðôùóç,

ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí êÜèå æåýãïõò êïñõöþí åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 17 > 11. ut

¢óêçóç.Íá ÷áñáêôçñßóåôå ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí óôá ïðïßá êÜèå êýêëïò Euler åßíáé åðßóçò

êáé êýêëïò Hamilton.

Ëýóç. ¸íáò êýêëïò ï ïðïßïò åßíáé ôüóï êýêëïò Euler üóï êáé êýêëïò Hamilton ðñÝðåé íá

äéÝñ÷åôáé áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Hamil-

ton) êáé áðü êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (åðåéäÞ åßíáé êýêëïò Euler). Áõôü

ìðïñåß íá óõìâåß ìüíï áí ôï ãñÜöçìá åßíáé Ýíáò áðëüò êýêëïò Cn ìå n êïñõöÝò êáé n áêìÝò

(õðåíèõìßæïõìå üôé ï áðëüò êýêëïò Cn , n ≥ 3, áðïôåëåßôáé áðü n êïñõöÝò u1, u2, . . . , un êáé n

áêìÝò {u1, u2}, {u2, u3}, . . . , {un−1, un}, {un, u1}).
ÓõãêåêñéìÝíá, áí ôï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n + 1 Þ ðåñéóóüôåñåò áêìÝò, ï êýêëïò Euler äåí èá

Þôáí êýêëïò Hamilton (èá ðåñéåß÷å ðåñéóóüôåñåò áðü n áêìÝò êáé óõíåðþò èá äéåñ÷üôáí áðü

êÜðïéá êïñõöÞ ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá öïñÝò). Áí ôï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n− 1 Þ ëéãüôåñåò áêìÝò,

åßôå äåí èá ðåñéåß÷å êáíÝíá êýêëï (èá Þôáí äÝíôñï) åßôå äåí èá Þôáí óõíåêôéêü, êáé äåí èá åß÷å

ïýôå êýêëï Euler ïýôå êýêëï Hamilton. ÔÝëïò, áí ôï ãñÜöçìá ðåñéåß÷å n áêìÝò áëëÜ äåí Þôáí

ôï Cn, ôüôå èá ðåñéåß÷å Ýíá êýêëï ìå ìÞêïò ìéêñüôåñï ôïõ n êáé äåí èá ìðïñïýóå íá ðåñéÝ÷åé

ïýôå êýêëï Euler ïýôå êýêëï Hamilton. ut

¢óêçóç. Mßá áêìÞ ïíïìÜæåôáé ãÝöõñá áí äåí õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ ôçí ðåñéÝ÷åé. Äåßîôå üôé áí

Ýíá áðëü ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, ôüôå äåí ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá. Éó÷ýåé ôï ßäéï

óõìðÝñáóìá áí áíôß ãéá êýêëï Hamilton õðïèÝóïõìå üôé ôï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Euler;

Ëýóç. Ìßá áêìÞ ðåñéÝ÷åôáé óå êýêëï áíí ðåñéÝ÷åôáé óå áðëü êýêëï. ÓõãêåêñéìÝíá, áí Ýíáò

êýêëïò äåí åßíáé áðëüò, áðïôåëåßôáé áðü ôçí Ýíùóç áðëþí êýêëùí.¸ôóé ìðïñïýìå íá êñáôÞóïõìå

ôïí áðëü êýêëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ-ãÝöõñá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Åðßóçò ãíùñßæïõìå üôé ï

êýêëïò Hamilton äéÝñ÷åôáé áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò áêñéâþò ìßá öïñÜ (äçëáäÞ, åßíáé

Ýíáò áðëüò êýêëïò ìÞêïõò n, üðïõ n ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò). Ï êýêëïò Euler

äéÝñ÷åôáé áðü êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò

ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ.

¸óôùG(V,E) Ýíá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá ìå êýêëï Hamilton êáé {u, v} ∈ E ìßá ïðïéáäÞðïôå

áêìÞ ôïõ G. Áöïý ôï ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton, õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé π ìåôáîý ôùí u êáé v ðïõ

äåí äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áêìÞ {u, v}. Ôï ìïíïðÜôé π ìáæß ìå ôçí {u, v} ó÷çìáôßæåé êýêëï. Óõíåðþò,
êáìßá áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G äåí ìðïñåß íá åßíáé ãÝöõñá.

Ìå ôï ßäéï óêåðôéêü, ìéá áêìÞ {u, v} äåí ìðïñåß íá åßíáé ãÝöõñá áêüìç êáé óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ áðëþò õðÜñ÷åé êÜðïéïò êýêëïò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôéò u êáé v (áêüìç êáé áí áõôüò ï êýêëïò

äåí åßíáé êýêëïò Hamilton).

¼óï ãéá ôïí êýêëï Euler, áõôüò äéÝñ÷åôáé áðü üëåò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óõíåðþò, êÜèå

ãñÜöçìá ìå êýêëï Euler äåí ìðïñåß åðßóçò íá ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá. ut

¢óêçóç. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß Ýíá ãñÜöçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ãÝöõñá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé üëåò ôéò

êïñõöÝò ôïõ ìå Üñôéï âáèìü êáé åðïìÝíùò íá Ý÷åé êýêëï Euler. ut
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5 ÁíáðáñÜóôáóç ÃñáöçìÜôùí

5.1 Ðßíáêáò Ãåéôíßáóçò

Ï Ðßíáêáò Ãåéôíßáóçò (Adjacency Matrix) A åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E)4 åßíáé Ýíáò ôåôñáãùíéêüò
ðßíáêáò äéÜóôáóçò |V |×|V | ïé ãñáììÝò êáé ïé óôÞëåò ôïõ ïðïßïõ áñéèìïýíôáé ìå âÜóç ôéò êïñõöÝò
ôïõ. Ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò ïñßæïíôáé ìå âÜóç ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò áðü ôç ó÷Ýóç:

A[i, j] =

{
1 áí {vi, vj} ∈ E

0 äéáöïñåôéêÜ

Åßíáé åýêïëï íá äåßôå üôé ãéá ôï ßäéï ãñÜöçìá, ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí äéáöïñåôéêïß ðßíáêåò

ãåéôíßáóçò áí ÷ñçóéìïðïéÞóåôå äéáöïñåôéêÞ áñßèìçóç êïñõöþí. ÂÝâáéá áí èåùñÞóåôå äýï

ðßíáêåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï ßäéï ãñÜöçìá êáé êÜíåôå ôçí áíôßóôñïöç äéáäéêáóßá (äçë.

êáôáóêåõÜóåôå ôï ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜèå ðßíáêá), èá êáôáëÞîåôå óå éóïìïñöéêÜ

ãñáöÞìáôá!

Ïé âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò åíüò áðëïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò

G(V,E) åßíáé

1. Ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá åßíáé 0 (ãéáôß äåí õðÜñ÷ïõí áíáêõêëþóåéò) êáé ï ðßíáêáò

åßíáé óõììåôñéêüò ùò ðñïò ôç äéáãþíéï (ïé áêìÝò äåí Ý÷ïõí êáôåýèõíóç).

2. Ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí ôçò ãñáììÞò Þ ôçò óôÞëçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜèå êïñõöÞ vi

åßíáé ßóï ìå ôï âáèìü ôçò êïñõöÞò, äçë.
∑

vj∈V A[vi, vj ] =
∑

vj∈V A[vj , vi] = deg(vi).
3. Ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò åßíáé ßóï ìå ôï äéðëÜóéï ôïõ

áñéèìïý ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, äçë.
∑

vi∈V

∑
vj∈V A[vi, vj ] = 2 |E|.

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß åðáãùãéêÜ üôé ôï [i, j]-óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá A` (äçë. ôçò `-ïóôÞò

äýíáìçò ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò) åßíáé ßóï ìå ôïí áñéèìü ôùí äéáäñïìþí (ìðïñåß íá Ý÷ïõí

åðáíáëáìâáíüìåíåò áêìÝò) ðïõ óõíäÝïõí ôéò êïñõöÝò vi êáé vj . Ãéá ðáñÜäåéãìá, A2[i, i] =
deg(vi) ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ V åðåéäÞ ïé ìïíáäéêÝò äéáäñïìÝò ìÞêïõò 2 ðïõ îåêéíïýí êáé

ôåëåéþíïõí óôçí ßäéá êïñõöÞ áðïôåëïýíôáé áðü ôéò áêìÝò ðïõ ðñïóðßðôïõí óôçí êïñõöÞ, Ý÷ïõí

äçëáäÞ ôç ìïñöÞ {vi, u}, {u, vi}.
Ïñßæïõìå ôïí ðßíáêá Y =

∑n−1
`=1 A`, üðïõ n = |V | åßíáé ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí ôïõ

ãñáöÞìáôïò.

Ðñüôáóç 1. Y [i, j] > 0 áíí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ áðü ôçí êïñõöÞ vi óôçí êïñõöÞ vj .

Áðüäåéîç.Áí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ áðü ôç vi óôç vj , ôüôå ãíùñßæïõìå üôé õðÜñ÷åé êáé (áðëü) ìïíïðÜôé

ìÞêïõò ` ≤ n−1. ÅðïìÝíùò, èá åßíáé A`[i, j] > 0 ðïõ óçìáßíåé üôé Y [i, j] > 0 (åðåéäÞ ïé äõíÜìåéò
ôïõ ðßíáêá A äåí Ý÷ïõí áñíçôéêÜ óôïé÷åßá). Áíôßóôñïöá, ãéá íá åßíáé Y [i, j] > 0, èá ðñÝðåé íá

õðÜñ÷åé êÜðïéïò áêÝñáéïò `, 1 ≤ ` ≤ n − 1, ãéá ôïí ïðïßï A`[i, j] > 0. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé
äéáäñïìÞ ìÞêïõò ` ôç vi óôç vj . ut
4 Óå áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò áíáöåñüìáóôå ìüíï óôçí áíáðáñÜóôáóç áðëþí ìç-êáôåõèõíüìåíùí ãñáöçìÜôùí. Ïé
ïñéóìïß ãåíéêåýïíôáé êáé ãéá ü÷é áðëÜ Þ /êáé êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá.
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Áí êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ Y åßíáé 0, ôï ãñÜöçìá äåí åßíáé óõíåêôéêü. ÐñÜãìáôé, áí õðÜñ÷åé ìç-

äéáãþíéï óôïé÷åßï Y [i, j] = 0, äåí õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ ìåôáîý ôùí áíôßóôïé÷ùí êïñõöþí óýìöùíá

ìå ôçí Ðñüôáóç 1. Åðßóçò, áí õðÜñ÷åé äéáãþíéï óôïé÷åßï Y [i, i] = 0, ç áíôßóôïé÷ç êïñõöÞ ðñÝðåé
íá åßíáé áðïìïíùìÝíç. Áíôßóôñïöá, áí ôï ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü, üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ Y åßíáé

èåôéêÜ.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôïí n× n ðßíáêá X ðïõ ïñßæåôáé ùò:

X[i, j] =

{
1 áí i 6= j êáé Y [i, j] > 0

0 äéáöïñåôéêÜ

Óáí Üóêçóç, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ãñÜöçìá G (áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé ï ðßíáêáò Y ) åßíáé

óõíåêôéêü áíí ôï ãñÜöçìá ìå ðßíáêá ãåéôíßáóçò ôïí X åßíáé ôï Kn. Åðßóçò íá áðïäåßîåôå üôé

áí ôï ãñÜöçìá G äåí åßíáé óõíåêôéêü, ôüôå ôï ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ðßíáêá X Ý÷åé ìßá

êëßêá ãéá êÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ G.

¢óêçóç. ¸óôù A ï ðßíáêáò ãåéôíßáóçò åíüò áðëïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G ìå n

êïñõöÝò, êáé A ï ðßíáêáò ãåéôíßáóçò ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý ãñáöÞìáôïò G. ¸óôù åðßóçò Y =∑n−1
`=1 A` êáé Y =

∑n−1
`=1 A

`
. Ðïéï åßíáé ôï ãñÜöçìá ìå ðßíáêá ãåéôíßáóçò ôïí A + A êáé ãéáôß;

ÕðÜñ÷ïõí ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá óôïí ðßíáêá Y + Y ; (Ïé áðáíôÞóåéò åßíáé Kn êáé ü÷é áíôßóôïé÷á.

ÁðïìÝíåé óå åóÜò íá ôéò ôåêìçñéþóåôå).

5.2 Ðßíáêáò Ðñüóðôùóçò

Ï Ðßíáêáò Ðñüóðôùóçò (Incidence Matrix) M åíüò ãñáöÞìáôïò G(V,E) åßíáé Ýíáò ðßíáêáò

äéÜóôáóçò |V | × |E| ïé ãñáììÝò ôïõ ïðïßïõ áñéèìïýíôáé ìå âÜóç ôéò êïñõöÝò êáé ïé óôÞëåò ìå

âÜóç ôéò áêìÝò. Ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá ðñüóðôùóçò ïñßæïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

A[i, j] =

{
1 áí ç êïñõöÞ vi åßíáé Ýíá áðü ôá Üêñá ôçò áêìÞò ej

0 äéáöïñåôéêÜ

Ãéá ôï ßäéï ãñÜöçìá, ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí äéáöïñåôéêïß ðßíáêåò ðñüóðôùóçò ãéá äéáöïñåôéêÞ

áñßèìçóç êïñõöþí êáé áêìþí. ¼ðùò êáé ãéá ôïõò ðßíáêåò ãåéôíßáóçò, äýï ðßíáêåò ðñüóðôùóçò

ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï ßäéï ãñÜöçìá áíôéóôïé÷ïýí óå éóïìïñöéêÜ ãñáöÞìáôá.

Ïé âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ðßíáêá ðñüóðôùóçò åíüò áðëïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò

G(V,E) åßíáé

1. Ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò åßíáé ßóï ìå ôï âáèìü ôçò áíôßóôïé÷çò êïñõöÞò.

2. Ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí êÜèå óôÞëçò åßíáé ßóï ìå 2.

3. Ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðßíáêá ðñüóðôùóçò åßíáé ßóï ìå ôï äéðëÜóéï ôïõ

áñéèìïý ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

6 ÉóïìïñöéêÜ ÃñáöÞìáôá

Äýï ãñáöÞìáôáG(VG, EG) êáéH(VH , EH) åßíáé éóïìïñöéêÜ üôáí õðÜñ÷åé ìßá áìöéìïíïóÞìáíôç

(äçë. 1-1 êáé åðß) áíôéóôïé÷ßá f : VG 7→ VH ìåôáîý ôùí êïñõöþí ôïõò ðïõ äéáôçñåß ôç
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ãåéôïíéêüôçôá (äçë. {v, u} ∈ EG ⇔ {f(v), f(u)} ∈ EH). Ç óõíÜñôçóç / áíôéóôïé÷ßá f

áðïêáëåßôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ãñáöçìÜôùí G êáé H . Åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ÷ïõí

ðåñéóóüôåñïé áðü Ýíáò éóïìïñöéóìïß ìåôáîý äýï ãñáöçìÜôùí. ÄéáéóèçôéêÜ, äýï ãñáöÞìáôá åßíáé

éóïìïñöéêÜ áí ðñüêåéôáé ãéá ôï ßäéï ãñÜöçìá ``æùãñáöéóìÝíï'' ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï.

Ç ó÷Ýóç éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ãñáöçìÜôùí åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. ÐñÜãìáôé, åßíáé

áíáêëáóôéêÞ áöïý êÜèå ãñÜöçìá åßíáé éóïìïñöéêü ìå ôïí åáõôü ôïõ, åßíáé óõììåôñéêÞ ãéáôß

ï éóïìïñöéóìüò åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç óõíÜñôçóç, êáé åßíáé ìåôáâáôéêÞ ãéáôß ç óýíèåóç äýï

éóïìïñöéóìþí äßíåé Ýíáí éóïìïñöéóìü. ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

éóïìïñöéóìïý ðåñéëáìâÜíåé ãñáöÞìáôá ðïõ óõìöùíïýí ðñáêôéêÜ óå üëåò ôéò éäéüôçôÝò ôïõò (êáé

Üñá ïõóéáóôéêÜ ôáõôßæïíôáé).

Ìéá éäéüôçôá åíüò ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé áíáëëïßùôç (ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç ôïõ

éóïìïñöéóìïý) áí êÜèå ãñÜöçìá ðïõ åßíáé éóïìïñöéêü ìå ôï G Ý÷åé ôçí ßäéá éäéüôçôá. Ìå áðëÜ

ëüãéá, êÜèå éäéüôçôá ðïõ äåí ìåôáâÜëëåôáé áí ``æùãñáößóïõìå'' ôï ãñÜöçìá äéáöïñåôéêÜ åßíáé

áíáëëïßùôç. Ôá éóïìïñöéêÜ ãñáöÞìáôá óõìöùíïýí ùò ðñïò ôéò áíáëëïßùôåò éäéüôçôÝò ôïõò. Ç

Ýííïéá ôïõ éóïìïñöéóìïý åßíáé óçìáíôéêÞ ãéáôß üëåò ïé óçìáíôéêÝò ãñáöïèåùñçôéêÝò éäéüôçôåò

åßíáé áíáëëïßùôåò5.

Ðþò áðïäåéêíýïõìå üôé ìßá éäéüôçôá åßíáé áíáëëïßùôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, èá áðïäåßîïõìå üôé ç

éäéüôçôá üôé ôï ãñÜöçìá Ý÷åé ìïíïðÜôé Hamilton åßíáé áíáëëïßùôç. Ðáñüìïéá ÷åéñéæüìáóôå êÜèå

áíáëëïßùôç éäéüôçôá.

Èåùñïýìå ãñÜöçìá G(VG, EG) ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá êáèþò êáé ìéá äïìÞ ðïõ ðéóôïðïéåß

üôé ôï G Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá, ìéá ôÝôïéá äïìÞ åßíáé Ýíá ìïíïðÜôé

Hamilton). Èåùñïýìå åðßóçò áõèáßñåôá åðéëåãìÝíï ãñÜöçìá H(VH , EH) ðïõ åßíáé éóïìïñöéêü
ìå ôï G êáé Ýíáí éóïìïñöéóìü f : VG 7→ VH ìåôáîý ôïõ G êáé ôïõ H .

¸óôù P = (v1, v2, . . . , vn−1, vn) Ýíá ìïíïðÜôé Hamilton óôï G. Ôï P ðåñéëáìâÜíåé üëåò

ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé êÜèå æåõãÜñé äéáäï÷éêþí êïñõöþí óôï P

óõíäÝåôáé ìå áêìÞ. ¸óôù f(P ) = (f(v1), f(v2), . . . , f(vn−1), f(vn)) ç åéêüíá ôïõ P óôï ãñÜöçìá

H ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü f . Áöïý ôï f åßíáé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí

êïñõöþí ôùí G êáé H , êÜèå êïñõöÞ ôïõ H ðåñéÝ÷åôáé óôï f(P ) áêñéâþò ìßá öïñÜ. Áöïý ôï f

åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé äéáôçñåß ôç ãåéôïíéêüôçôá, êÜèå æåõãÜñé äéáäï÷éêþí êïñõöþí óôï f(P )
óõíäÝåôáé ìå áêìÞ (ãéáôß ôï ßäéï óõìâáßíåé óôï P ). Óõíåðþò ôï f(P ) åßíáé Ýíá ìïíïðÜôé Hamilton

óôï H êáé ç éäéüôçôá åßíáé áíáëëïßùôç ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç ôïõ éóïìïñöéóìïý.

Ç ßäéá áêñéâþò ìåèïäïëïãßá áêïëïõèåßôáé ãéá üëåò ôéò éäéüôçôåò!

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ìßá éäéüôçôá äåí åßíáé áíáëëïßùôç, ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá æåõãÜñé

éóïìïñöéêþí ãñáöçìÜôùí ðïõ ôï Ýíá Ý÷åé êáé ôï Üëëï äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá.

Ðþò áðïäåéêíýïõìå üôé äýï ãñáöÞìáôá åßíáé éóïìïñöéêÜ. Ï ðñþôïò ôñüðïò åßíáé ìå ôïí ïñéóìü.

ÄçëáäÞ âñßóêïõìå Ýíáí éóïìïñöéóìü f (ìéá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí êïñõöþí ôïõò) ðïõ äéáôçñåß

ôç ãåéôïíéêüôçôá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå ôéò áêìÝò ôùí äýï ãñáöçìÜôùí

5 Ìéá éäéüôçôá ðïõ äåí åßíáé áíáëëïßùôç ðñÝðåé íá åîáñôÜôáé áðü ôïí ôñüðï ðïõ ôï ãñÜöçìá åßíáé ``æùãñáöéóìÝíï'',
ð.÷. äýï áêìÝò ôÝìíïíôáé, äýï êïñõöÝò âñßóêïíôáé áðü ôçí ßäéá ðëåõñÜ óå ó÷Ýóç ìå êÜðïéïí Üîïíá óõììåôñßáò ôïõ
åðéðÝäïõ, êëð. ÁõôÝò ïé éäéüôçôåò Ý÷ïõí óõíÞèùò ìéêñüôåñç óçìáóßá áðü éäéüôçôåò üðùò ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí
êáé ôùí áêìþí, áí åßíáé ôï ãñÜöçìá óõíåêôéêü, áí åßíáé k-ìåñÝò, áí ðåñéÝ÷åé ìßá ìåãÜëç êëßêá Þ Ýíá ìåãÜëï óýíïëï
áíåîáñôçóßáò, áí Ý÷åé êýêëï Hamilton Þ Euler, êëð. ðïõ äåí åîáñôþíôáé áðü ôïí ôñüðï ðïõ ôï ãñÜöçìá åßíáé
``æùãñáöéóìÝíï'' êáé åßíáé áíáëëïßùôåò.
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ìßá-ðñïò-ìßá ãéá íá åðéâåâáéþóïõìå üôé êÜèå áêìÞ {u, v} õðÜñ÷åé óôï Ýíá ãñÜöçìá áí êáé ìüíï

áí ç áêìÞ {f(u), f(v)} õðÜñ÷åé óôï äåýôåñï.

Áí ôá ãñáöÞìáôá Ý÷ïõí ðïëëÝò áêìÝò, ðñïóðáèïýìå íá äåßîïõìå üôé ôá óõìðëçñùìáôéêÜ

ãñáöÞìáôá åßíáé éóïìïñöéêÜ (÷ñçóéìïðïéïýìå ðÜëé ôïí ïñéóìü). Ï éóïìïñöéóìüò ôùí áñ÷éêþí

ãñáöçìÜôùí Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé äýï ãñáöÞìáôá åßíáé éóïìïñöéêÜ áí êáé ìüíï áí ôá

óõìðëçñùìáôéêÜ ôïõò åßíáé éóïìïñöéêÜ. Ôï ðëåïíÝêôçìá áõôÞò ôçò ìåèüäïõ åßíáé üôé áí ôá

áñ÷éêÜ ãñáöÞìáôá Ý÷ïõí ðïëëÝò áêìÝò, ôá óõìðëçñùìáôéêÜ Ý÷ïõí ëßãåò, ïðüôå åßíáé åýêïëï íá

äåßîïõìå üôé åßíáé éóïìïñöéêÜ.

Ìéá ôñßôç ìÝèïäïò (ìå ðåñéïñéóìÝíç üìùò åöáñìïãÞ) åßíáé íá áíáäéáôÜîïõìå ôéò êïñõöÝò /

áêìÝò ôïõ åíüò ãñáöÞìáôïò þóôå ï ðßíáêáò ãåéôïíéêüôçôáò Þ ðñüóðôùóçò íá ôáõôßæåôáé ìå ôïí

áíôßóôïé÷ï ðßíáêá ôïõ äåýôåñïõ ãñáöÞìáôïò. Ãéá ìåãÜëá ãñáöÞìáôá (ð.÷. ðåñéóóüôåñåò áðü 6

êïñõöÝò) áõôÞ ç ìÝèïäïò ÷ñåéÜæåôáé ìåãÜëç ðñïóï÷Þ êáé ìðïñåß åýêïëá íá ïäçãÞóåé óå ëÜèç.

Ðþò áðïäåéêíýïõìå üôé äýï ãñáöÞìáôá äåí åßíáé éóïìïñöéêÜ. Âñßóêïõìå ìéá áíáëëïßùôç

éäéüôçôá óôçí ïðïßá äåí óõìöùíïýí. Ïé ðéï óõíçèéóìÝíåò áíáëëïßùôåò éäéüôçôåò åßíáé ï áñéèìüò

ôùí êïñõöþí êáé ôùí áêìþí, ç áêïëïõèßá ôùí âáèìþí ôùí êïñõöþí, ç óõíåêôéêüôçôá, ç ýðáñîç

êýêëïõ óõãêåêñéìÝíïõ ìÞêïõò, êëð.

¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé áõôïóõìðëçñùìáôéêü üôáí åßíáé éóïìïñöéêü ðñïò ôï

óõìðëçñùìáôéêü ôïõ ãñÜöçìá. Ãéá íá åßíáé Ýíá ãñÜöçìá G(V,E) áõôïóõìðëçñùìáôéêü ðñÝðåé

åßôå ôï |V | åßôå ôï |V | − 1 íá äéáéñåßôáé áêñéâþò ìå ôï 4 (íá ôï áðïäåßîåôå óáí Üóêçóç). Óáí

Üóêçóç, âñåßôå Ýíá áõôïóõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá ìå 4 êïñõöÝò êáé Ýíá áõôïóõìðëçñùìáôéêü

ãñÜöçìá ìå 5 êïñõöÝò. ÕðÜñ÷åé áõôïóõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò;

Áõôïìïñöéóìüò ðÜíù óå Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ôïõ G óôïí åáõôü ôïõ. Ìå

áðëÜ ëüãéá, ï áõôïìïñöéóìüò áëëÜæåé ôá ``ïíüìáôá'' áëëÜ äéáôçñåß ôïõò ``ñüëïõò'' ôïí êïñõöþí

óôï ãñÜöçìá.

ÄéáéóèçôéêÜ, Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ìåôáâáôéêü êáôÜ ôéò êïñõöÝò ôïõ üôáí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ

ãñáöÞìáôïò ðáßæïõí áêñéâþò ôïí ßäéï ``ñüëï''. Ð.÷. ï áðëüò êýêëïò ìå n êïñõöÝò (Cn) êáé ôï

ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò (Kn) åßíáé ãñáöÞìáôá ìåôáâáôéêÜ êáôÜ ôéò êïñõöÝò ôïõò åðåéäÞ

äåí õðÜñ÷åé ôñüðïò íá äéáêñßíïõìå ôç ìßá êïñõöÞ áðü ôçí Üëëç. Áíôßèåôá, Ýíá áðëü ìïíïðÜôé

ìå n êïñõöÝò (Pn) äåí åßíáé ìåôáâáôéêü êáôÜ ôéò êïñõöÝò ôïõ åðåéäÞ áðïôåëåßôáé áðü äýï Üêñá

êáé n− 2 åíäéÜìåóåò êïñõöÝò.
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